HERTENTAMEN CALCULUS

Vakcode: 2DM10. Datum: Woensdag 18 april 2012. Tijd: 09:00-12:00. Locatie: n.n.b.

Lees dit eerst!

Schrijf je naam en studentnummer op elk vel dat je inlevert.

Het tentamen bestaat uit 5 vragen. De waardering is aangegeven in de kantlijn.

Het gebruik van boek, calculator, laptop of andere hulpmiddelen is niet toegestaan.

Alle variabelen en functies zijn reéelwaardig tenzij uitdrukkelijk anders aangegeven.

Succes!

DEFINITIES

T T _ ,—T
cosh(z) = ——— sinh(x) def % exp(x) & oo

(10) 1. VOLLEDIGE INDUCTIE

" 1) (n—1)!
Bewijs voor = # 0 en geheeltallige n > 1 dat dd—n In|z| = M
T

Het geval n=1 is triviaal. Verder geldt

) x d ()" e-D!  (=1)"n!

dx " zmtl

Bij * is de inductiehypothese gebruikt.

*

(30) 2. DIFFERENTIEREN & TAYLORONTWIKKELING

(10) a. Bewijs de Taylorontwikkeling

_1\n—1
In o) = 2—1 — %@-1)2 + é(m—l)S e T ) 0(—1)") rond z=1.
n

Voor het gemak schrijven we f(z) = In|z|. Volgens opgave 1 geldt f(*)(1) = (=1)*1(k—1)! voor geheeltallige k > 1,
zodat ontwikkeling rond = = 1 leidt tot

V™ o1yt + 01,

J@) =32 =P M@=} + O -1 = 3

k=1"" k=1



oftewel

Injz| = 2—1— %(%1)2 + %(%1)3 T %(%1)’1 +O((z—1).

(10)  b. Bepaal de afgeleide van f(z) = cosh (In|z|) op twee manieren:

e via de kettingregel, gebruik makend van het feit dat sinh en cosh elkaars afgeleide zijn;

e door de functie cosh eerst uit te drukken in e-machten alvorens te differentiéren.

Eerste methode:
dIn|z|  sinh(In|z|)

f'(z) = cosh’(In |z|) (z #£0).
dzx T
Tweede methode:
eln |z +e~ In |z| |1“+ ‘$|71 2241
f =t — - HEE T
||

oftewel

Hieruit leid je af dat

1 _
o f —2(1-272) (z<0)
(=) _{ %%I—I’Q) (x> 0)

Door de functie sinh uit te drukken in e-machten kun je laten zien dat beide resultaten overeen komen.

1 1
(10)  c. Bepaal de afgeleide f’ van de functie f met functievoorschrift f(z) = 3 + ierf (:c)

V2
Gebruik makend van de hoofdstelling van de analyse en de definitie van de functie erf vind je

=z x
f/(it):ii/\ﬁe_t2 dtgi1 i/‘ e~ 2% ds = ! e~ 27
ﬁdw 0 V2r dx Jo

Bij * is de substitutie s = tv/2 doorgevoerd.



(30) 3. PRIMITIVEREN EN INTEGREREN

(10)  a. Primitiveer: /ex sinz dx.
HiNT: Tweemaal partieel integreren.

Partieel integreren:
/.e'r sinzxdr = e” sinx — /e“c coszdr = e* sinx — (em cosz + /e“c sinxd:p) .
Hieruit los je op:
. 1 .
/ez sinzdr = Eez (sinx — cosx) + ¢

waarin ¢ € R een willekeurige constante is.

T t— 2
(10)  b. Bepaal de volgende integraal in termen van de erf-functie: / exp (—(2@)> dt.
o
a

Hierin zijn a €R en o >0 reéle parameters.

Substitutie (bij %) van variabelen y = tTT“ levert

z—a

/ax P (‘ ¢ ;2a)2> dt = U/O T e (<) dy = # <\; /Ow;a exp (—y°) dy) = U\ferf (m;“) ,

1 1
(10)  c. Bepaal de oppervlakte ingesloten door de parabolen p: y = —53:2 +lenq:y= 53:2.

1
Noem de oppervlakte A. De parabolen snijden elkaar in de punten (z,y) = (%1, 5) Op het relevante interval (—1,1) ligt
1

1 1 4
p boven ¢, dus A = / (p(z) — g(x)) de = —§x3 +x =3
—1 1

*

(15) 4. INTEGRAALVERGELIJKINGEN

We bekijken de volgende integraalvergelijking voor y(z): y(x) + / y2(t)tdt = p.
0

(5) a. Laat zien dat de hierdoor impliciet gegeven functie y = y(x) voor elke reéle constante p € R
voldoet aan de niet-lineaire differentiaalvergelijking 3’ + %z = 0.
Gebruik makend van de hoofdstelling van de analyse (bij *) vind je
d @ £
2 (v + [(Parea-p) 2@ +iA@a o0,
(5) b. Bepaal de algemene oplossing y(z) van deze differentiaalvergelijking.

Dit is een homogene, niet-lineaire, separabele differentiaalvergelijking, die je kunt herschrijven als

d
—g = —xdz.
Y
1 1.2 . . 1
Integreren levert -3 + ¢ = —5a* voor willekeurige ¢ € R, oftewel y(z) =

1.2 ’
zm—i—c



(15)

N

[V

c. Bepaal de expliciete oplossing y(z) van bovenstaande integraalvergelijking en geef aan welke
waarden de parameter p mag aannemen.

1
De integraalvergelijking legt de beginvoorwaarde vast: kennelijk is y(0) = p. Uit voorgaand onderdeel volgt dan — = p,
c

1
oftewel ¢ = —, dus
p
p

y(@) = -
spr?+1

Dit geldt voor alle p # 0. Het geval p = 0 moet apart gecontroleerd worden, maar dat de oplossing (y(z) = 0) ook hiervoor

geldt zie je direct aan de integraalvergelijking.

5. DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

We bekijken het volgende homogene beginwaardenprobleem voor y(z):

y//+2xy/ — 0
y(0) = 1
/<0) — l
y - ﬁ

2
a. Los de vergelijking v’ + 2zu = 0 op onder de beginvoorwaarde u(0) = —.

NG

Middels de methode van separatie vind je, de beginvoorwaarde negerend, u(z) = kexp(—x2), met k£ € R willekeurig. Leg

je de beginvoorwaarde op dan vind je voor de integratieconstante de waarde k = —.

v
b. Los nu het beginwaardenprobleem voor y(z) op.

Merk op dat ¥’ = u met beginvoorwaarde y(0) = 1. Primitiveren van de bij onderdeel a gevonden oplossing geeft
2 x

dus, zonder de beginvoorwaarde op te leggen, y(z) = 7/ exp(—t?) dt + ¢ = erf(x) + ¢, met ¢ € R willekeurig. De
™ Jo

beginvoorwaarde levert ¢ = 1.
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